
٣ فصل

محدب و ی΄نواخت ستاره گون توابع
ی΄نواخت

ی΄نواخت ستاره گون توابع های رده ما اینجا در و شود مͬ ظاهر بخش این در رساله اصلͬ هدف
سازی ی΄پارچه از استفاده با رده دو هر کنیم. مͬ سازی مشخصه و تعریف را ی΄نواخت محدب و
همساز توابع و یکنواخت) دب ترتیب (به یکنواخت ستاره گون تحلیلͬ توابع های رده روی
خانواده های خواص ی برگیرنده در و شده اعمال دب) کاملا ترتیب (به ستاره گون کاملا
رده های و شده انجام گودمن توسط تحلیلͬ توابع از رده ها نخستین ی مطالعه است. پیشین
کرد. راهنمائͬ تعمیم این به را ما گرفته صورت شیل‐اسمال و کلونͬ توسط که همساز توابع
مطالعات محدب های خانواده روی ستاره گون، کاملا و یکنواخت ستاره گون رده های برخلاف
زمینه این در کند. مͬ شایانͬ ΁کم مقصودمان به ما رساندن به این و شده انجام بیشتری
هم بعلاوه نمود. خواهیم ذکر را آنها فصل این در ما و گرفته صورت بیشتری مطالعات اخیراً
دو عمل΄ردی خواص از تنها نه پیچش ویژگͬ وجود همساز، توابع در هم و تحلیلͬ توابع در
در که است نتایجͬ استنتاج و تر، کلͬ حالات به مسئله تعمیم در قوی ابزاری بل΄ه است تابع
پیچش ابزار از گیری بهره جهت مهم، این به نیل برای اند. نبوده حصول قابل قبلͬ وضعیت

نمود. خواهیم بیان ادامه در را نیاز مورد قضایای و تعاریف
۵۵



ی΄نواخت محدب و ی΄نواخت ستاره گون توابع ۵۶
تعریف با Dζf : D → D عمل·ر f(z) = h(z) + g(z) ∈ SH همساز تابع برای

Dζf(z) = (z − ζ)fz(z)− (z − ζ)fz(z)

= (z − ζ)h′(z)− (z − ζ)g′(z) (٣ . ١)
همان D٠f(z) = zfz − zfz = zh′ − zg′ = Df(z) عمل·ر ζ = ٠ بازای است. همساز عمل·ری

که دهد مͬ نتیجه Dζf(z) عمل·ر از مشتقگیری و بوده (٢ . ١٠) پیشین عمل·ر
D٢

ζ f(z) = Dζ(Dζf(z))

= Dζ((z − ζ)h′(z)− (z − ζ)g′(z))

= (z − ζ)٢h′′(z) + (z − ζ)٢g′′(z) + (z − ζ)h′(z) + (z − ζ)g′(z) (٣ . ٢)
الامی١ توسط D٢٠f(z) = z٢h′′(z)+z٢g′′(z)+zh′(z)+zg′(z) = D٢f(z) عمل·ر ζ = ٠ بازای
و شده کاسته مختصری نگارش عملیات از نماد، این ب΄ارگیری با .[٧] شد تشریح موکانو و
مولفان کار با همزمان که شود ذکر است لازم اینجا در بود. خواهد تر ͹واض ها فرمول معانͬ
پاراجاپات٣ پونای٢، توسط باب این در نیز ای مقاله ستاره گون، کاملا توابع تعمیم بحث در
هر در نتایج و تعاریف اگرچه .[٧٩] هاست ایده همین حاوی که شد ارائه کالاج۴ سایرام و
مͬ پیچش روش با اینجا در شده ارائه اثبات لی΄ن دارد، ی΄سانͬ ش΄ل بحث و مشابه مورد دو
تا شده سعͬ نوشتار این در آنهاست. کار بر تاییدی و بوده نوآوری حاوی خود نوبه به که باشد

کنیم. بیان ش΄ل دو هر در را نتایج و گرفته بهره مشترک نمادهای از

ی΄نواخت ستاره گون توابع ٣ . ١
کرد: تعریف چنین همساز توابع برای توان مͬ تحلیلͬ، توابع برای ١ . ١١ . ١ تعریف شبیه

یکنواخت۵ ستاره گون نگاشت را f = h+g ∈ H ارز تک موضعا همساز تابع [٧٩] .٣ . ١ . ١ تعریف
قوس به را ζ ∈ D مرکز با D در γζ مدور قوس هر و بوده ستاره گون کاملا D در f اگر گوئیم D در

است. ستاره گون f(ζ) به نسبت که بنگارد f(γζ)
را باشد یکنواخت ستاره گون D در که f ∈ SH ارز تک تابع آنکه برای را لازم شرطͬ اکنون

مدور قوس هر برای کنیم. مͬ بیان
γζ := {z = ζ + reiθ , α ⩽ θ ⩽ β}

١Al-Amiri
٢Ponnusamy
٣Prajapat
۴Sairam Kaliraj
۵Uniformly starlike



۵٧ ی΄نواخت ستاره گون توابع
نسبت را Γζ قوس باشد. f تحت γζ تصویر Γζ گیریم است، ζ ∈ D آن مرکز و شده ͽواق D در که
یعنͬ باشد، θ از غیرنزولͬ تابعͬ f(ζ + reiθ)− f(ζ) بردار شناسه اگر گوئیم ستاره گون f(ζ) به

∂

∂θ
arg{f(ζ + reiθ)− f(ζ)} ⩾ ٠ , α ⩽ θ ⩽ β (٣ . ٣)

یا و
∂

∂θ
arg
{
f(z)− f(ζ)

}
⩾ ٠

اگر فقط و اگر است درست این و

Im
∂
∂θf(z)

f(z)− f(ζ)
⩾ ٠

نتیجه ساده محاسبه ΁ی و ∂

∂θ
z = i(z − ζ) بنابراین z = ζ + reiθ دهیم مͬ قرار . z ∈ γζ برای

دهد مͬ

Re
{(z − ζ)fz(z)− (z − ζ)fz(z)

f(z)− f(ζ)

}
⩾ ٠ , (z, ζ) ∈ D٢ (z ̸= ζ) (۴ . ٣)

معادل طور به
Re

Dζf(z)

f(z)− f(ζ)
⩾ ٠ , (z, ζ) ∈ D٢ (۵ . ٣)

با را هستند یکنواخت ستاره گون D در که (f ∈ S٠
H ترتیب (به f ∈ SH توابع تمام ی رده

.US∗
H ⊂ FS∗

H که است ͹واض دهیم. مͬ نشان (US٠∗
H ترتیب (به US∗

H

و UST ⊂ US∗
H لذا .f ∈ US∗

H آنگاه باشد تحلیلͬ تابعͬ f ∈ UST اگر [۶٩] .٣ . ١ . ١ نتیجه
تابع که داد نشان [۴١] گودمن نیست. US∗

H در سپس نکند، صدق (١ . ١١ . ١) در تابعͬ اگر
محدب نگاشت برای نتیجه در ،|A| ⩽

√٢
٢ اگر فقط و اگر f(z) =

z

١ −Az
∈ UST تحلیلͬ

.ℓ(z) = z

١ − z
/∈ US∗

H

زیرا ،f(z) = z + βz ∈ US∗
H

۶آف نگاشتهای برای |β| < ١ بازای .٣ . ١ . ١ مثال
Re

(z − ζ)− (z − ζ)β

(z − ζ) + (z − ζ)β
⩾ ٠

با است معادل
Re
(
(z − ζ)− (z − ζ)β

)(
(z − ζ) + (z − ζ)β

)
⩾ ٠

.(١ − |β|٢)|z − ζ|٢ ⩾ ٠ یا
۶Affine mappings



ی΄نواخت محدب و ی΄نواخت ستاره گون توابع ۵٨
طبق و ارز تک D در f ∈ US∗

H همساز تابع ،(۵ . ٣) در ζ = ٠ بازای [۶٩] .٣ . ١ . ٢ نتیجه
کاملا که همسازی تابع هر که است ͹واض پس بود. خواهد ستاره گون کاملا ٢ . ۶ . ٢ لم
f(z) = Re

z

(١ − z)٢ + iIm
z

١ − z
همساز تابع شد. نخواهد ͽواق US∗

H در نباشد ستاره گون
.f /∈ US∗

H پس [٣٠] نیست ستاره گون کاملا
حفظ حقیقͬ α بازای e−iαf(eiαz) چرخش، تحت US∗

H رده این که شود مͬ دیده بسادگͬ
.US∗

H ⊂ FS∗
H ⊂ S∗

H است. ٠ < t ⩽ ١ ،١
t
f(tz) انتقال٧ تحت رده حفظ دی·ر خاصیت شود. مͬ

مͬ ذکر را باشد یکنواخت ستاره گون و ارز تک D در f ∈ H تابع آنکه برای را کافͬ شرطͬ اکنون
بنابراین باشند. ارز تک D در f که اند بامعنͬ وقتͬ تنها (۴ . ٣) و (٣ . ٣) های نابرابری نمائیم.
از باشد. برقرار (۴ . ٣) اگر فقط و اگر است یکنواخت ستاره گون D در f ∈ SH همساز نگاشت
US∗

H ی رده در که f ∈ H همساز تابع بودن نگهدار جهت برای کافͬ شرط یافتن دی·ر طرف
است. مهم گیرد قرار

که باشد چنان f ∈ H گیریم [٧٩] .٣ . ١ . ١ قضیه
،Jf (z) > ٠ ها z ∈ D تمام برای و f(٠) = ٠ (الف)

اکید نابرابری و (z ̸= ζ) که (z, ζ) ∈ D٢ بازای Re
{(z − ζ)fz(z)− (z − ζ)fz(z)

f(z)− f(ζ)

}
⩾ ٠ (ب)

.ζ = ٠ که است برقرار وقتͬ
.f ∈ US∗

H آنگاه
،ζ = ٠ و z ∈ D− {٠} برای نماید. صدق (ب) و (الف) های شرط در f ∈ H فرض با برهان.

گیرد مͬ بخود را زیر ش΄ل (ب) شرط
Re
{ f(z)

zfz(z)− zfz(z)

}
> ٠ , z ∈ D− {٠}

.z ̸= ζ برای f(z) − f(ζ) ̸= ٠ آنجا از و بوده ارز تک D در f که دانیم مͬ (١ قضیه ،[۶۴]) از
کرد: بازنویسͬ چنین توان مͬ را (ب) ترتیب بدین

Re
{(z − ζ)fz(z)− (z − ζ)fz(z)

f(z)− f(ζ)

}
⩾ ٠ , (z, ζ) ∈ D٢ (z ̸= ζ)

باشد. یکنواخت ستاره گون D در که است f ∈ H برای لازم شرطͬ که
تعمیم شرط این دهیم. مͬ ارائه را باشد f ∈ US∗

H آنکه برای کافͬ و لازم شرطͬ ذیل در
آسگود١٠ و دورن٩ چوکه٨، توسط که است ستاره گون کاملا توابع درباره ای قضیه از ش΄لͬ

ص١٣٩). [٢۴]) است شده مطرح
٧Transformation
٨Chuaqui
٩Duren

١٠Osgood



۵٩ ی΄نواخت ستاره گون توابع
اگر فقط و اگر f ∈ US∗

H .f(z) ∈ SH گیریم [۶٩] .٣ . ١ . ٢ قضیه

|h(z)− h(ζ)|٢ReQh ⩾ (۶ . ٣)
|g(z)− g(ζ)|٢ReQg +Re

{(
h(z)− h(ζ)

)(
g(z)− g(ζ)

)(
Qg −Qh

)}

.D٢ در (z, ζ) بازای Qg =
(z − ζ)g′(z)

g(z)− g(ζ)
و Qh =

(z − ζ)h′(z)

h(z)− h(ζ)
که

اگر این و ،(z, ζ) ∈ D٢ که Re
Dζf(z)

f(z)− f(ζ)
> ٠ اگر وفقط اگر f ∈ US∗

H تعریف مطابق برهان.
ای ساده محاسبه ترتیب بدین ،(z, ζ) ∈ D٢ برای Re (Dζf(z))(f(z) − f(ζ)) > ٠ اگر فقط و

رساند. مͬ (۶ . ٣) به را ما

در زیرا f = h+ g ∈ US∗
H سپس باشند، |β| < ١ شرط با g = βh و h ∈ UST اگر .٣ . ١ . ٢ مثال

که گفت توان مͬ این موجب به است. برقرار (۶ . ٣) و بوده صادق Qh = Qg در g و h حالت این
،A =

١
٢ فرض با مثال این در .|A| <

√٢
٢ و |β| < ١ که f(z) = z +Az٢ + βz + βAz٢ ∈ US∗

H

را |z + ١ − i

٢ | < ١
۵ دایره ΁ی ٣ . ١ ش΄ل .f = z +

١
٢z٢− i

٢z −
i

۴z٢ ∈ US∗
H بنابراین β = − i

٢
f(ζ) = (−٠٫٣٧, ٠) بمرکز ستاره گون بیضوی ای ناحیه به نگاشت این تحت که دهد مͬ نشان

شود. مͬ نگاشته

.f = z + ١٢z٢− i٢z − i۴z٢ ∈ US∗
H تحت |z + ١−i٢ | < ١۵ تصویر :٣ . ١ ش΄ل

همساز تابع پس (۵ . ٣) در z = ٠ گرفت مثلا توان مͬ ثابتͬ ζ ∈ D بازای [۶٩] .٣ . ١ . ٣ نتیجه
.D در Re

f(z)

z
> ٠ پس f ∈ US٠∗

H اگر بعلاوه کند. مͬ صدق Re
ζ − ζb١
f(ζ)

> ٠ در f ∈ US∗
H

همساز تابع بررسͬ برای .٣ . ١ . ٣ مثال

f(z) = Re
z

١ − z
+ iIm

z

(١ − z)٢



ی΄نواخت محدب و ی΄نواخت ستاره گون توابع ۶٠
داریم

f(z) =
z − ١٢z٢
(١ − z)٢ − ١

٢(
z

١ − z
)٢ ∈ S٠

H

h′(z) =
١

(١ − z)٣
g′(z) =

−z
(١ − z)٣

Df(z) =
z

(١ − z)٣ +
z٢

(١ − z)٣

Re
Df(z)

f(z)
= Re

z
(١−z)٣ + z٢

(١−z)٣
z− ١٢ z٢
(١−z)٢ − ١٢( z١−z

)٢
> ٠

Re
D٠٫٢f(z)

f(z)− f(٠٫٢) = Re

(z−٠٫٢)
(١−z)٣ + z(z−٠٫٢)

(١−z)٣
z− ١٢ z٢
(١−z)٢ − ١٢( z١−z

)٢ − ٠٫٢− ١٢ ٠٫٢٢
(٠٫٢−١)٢ − ١٢( ٢(٠٫٢−٠٫٢١

≯ ٠

.f /∈ US∗
H اما f ∈ FS∗

H دهد مͬ نشان که
،Df(z) = z − z۴ چون f(z) = z +

١
۴z۴ ∈ S∗

H تابع بررسͬ جهت .۴ . ٣ . ١ مثال

Re
Df(z)

f(z)
= Re

z − z۴
z + ١۴z۴ > ٠

و
Re

Dζf(z)

f(z)− f(ζ)
= Re

z − ζ − z۴ + z٣ζ
z + ١۴z۴ − ζ − ١۴ζ

۴

.f /∈ US∗
H اما f ∈ FS∗

H نتیجه در و (z, ζ) = (٠٫٣−,٠٫٢) در
.Re

f(z)

z
⩾ ١

٢ بایست مͬ که میزنیم حدس رده این روی محاسبات از
شرط در و بوده (۴ . ٢) بش΄ل f = h+ g اینکه فرض با [٧٩] .٣ . ١ . ٣ قضیه

∞∑
n=٢

n|an|+
∞∑
n=١

n|bn| ⩽
١
٢ (٣ . ٧)

آنگاه کند صدق
،f ∈ US∗

H (الف)
(١ − |b١|)|z| −

( ١
٢ − |b١|

)
|z|٢
٢ ⩽ |f(z)| ⩽ (١ + |b١|)|z|+

( ١
٢ − |b١|

)
|z|٢
٢ (ب)

آیند: مͬ بدست θ ∈ R از مناسبی انتخاب برای زیر همساز نگاشت با پائین و بالا کرانهای
fb١(z) = z + eiθb١z + eiθ

١ − ٢b١۴ z٢



۶١ ی΄نواخت ستاره گون توابع
.b١ ∈ [٠, ١

٢ ] اینجا در
بصورت توابعͬ مثلا

ϑn,α,β(z) = z + αzn + βzn, n ⩾ ٢ ; |α|+ |β| ⩽ ١
٢n (٣ . ٨)

و α = ٠ برای بخصوص گیرند. مͬ قرار US∗
H رده در نتیجه در و گرفته قرار (٣ . ٧) شرط در

تابع |β| = ١
۴

ϑ٢,٠, ١۴ eiφ
(z) = z +

١
۴eiφz٢

قرص تصویر .[۴۴] ١٢ است مانا١١ دب D در همساز تابع این همچنین است. US∗
H از عضوی

است. شده داده نمایش (٣ . ٢ (ش΄ل در β و α ،n از معینͬ مقادیر بازای ϑn,α,β تحت D

ϑ۵, ١٢٠ e
i π٢ , ١٢٠ e

i π۵ (z) ϑ٣,٠, ٣٢٠ e
i π۵ (z) ϑ٢,٠, ١۴ e

i π۶ (z)

.US∗
H همساز های نگاشت تحت D تصویر :٣ . ٢ ش΄ل

تابع از ش΄لͬ آن لیلی هم بخش که کنیم مͬ ملاحظه را همسازی نگاشت ما اینجا در
است. گاوس١٣ هندسی فوق

a, b ∈ C\{٠} یا و ab > ٠ با a, b ∈ (−١,∞) حالات از ی΄ͬ که ب·یرید نظر در [٨٢] .۴ . ٣ . ١ قضیه
و است، α ∈ D و مثبت حقیقͬ عددی c کنید فرض همچنین است. حاکم b و a بین b = a با

نیز
f١(z) = z +

α

٢zF (a, b; c; z), (٣ . ٩)
f٢(z) = z +

α

٢ (F (a, b; c; z)− ١), (٣ . ١٠)
f٣(z) = z +

α

٢
∫ z٠ F (a, b; c; z) dt (٣ . ١١)

١١Stable harmonic convex
نگاشتهای تمامͬ اگر نامیم مانا محدب همساز D در را f = h + g نگهدار جهت همساز نگاشت ١٢

باشند. محدب D در |λ| = ١ برای fλ = h+ λg
١٣Gaussian hypergeometric function



ی΄نواخت محدب و ی΄نواخت ستاره گون توابع ۶٢
و c > Re (a+ b) + ١ اگر (الف)

|α|Γ(c)Γ(c− a− b− ١)
Γ(c− a)Γ(c− b)

(ab+ c− a− b− ١) ⩽ ١ (٣ . ١٢)
.f١ ∈ US∗

H آنگاه
و c > Re (a+ b) + ١ اگر (ب)

ab|α|Γ(c)Γ(c− a− b− ١)
Γ(c− a)Γ(c− b)

⩽ ١ (٣ . ١٣)
.f٢ ∈ US∗

H آنگاه
و c > Re (a+ b) اگر (پ)

|α|Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
⩽ ١ (١۴ . ٣)

.f٣ ∈ US∗
H آنگاه

،α ∈ D نیز و c و b مثبت حقیقͬ اعداد برای [٨٢] .۴ . ٣ . ١ نتیجه
اگر (الف)

c ⩾ β+ =
٢b+ ٣ − ٣|α|+√|α|٢ + ٢|α|(٢b٢ − ١) + ١

١)٢ − |α|)
(١۵ . ٣)

است. یکنواخت ستاره گون D در f(z) = z + α٢zF (١, b; c; z) تابع سپس
اگر (ب)

c ⩾ γ+ =
٢b+ ٣ + b|α|+

√
b٢|α|٢ + ۴|α|) + ٢|α|b+ ١

٢ (١۶ . ٣)
است. یکنواخت ستاره گون D در f(z) = z + α٢F (١, b; c; z)− ١ تابع آنگاه

یکنواخت ستاره گون D در f(z) = z+
α

٢
∫ z

٠ F (١, b; c; t) dtتابع آنگاه c ⩾ ١+ b

١ − |α|
اگر (پ)
بود. خواهد

ارز تک همساز های ای چندجمله از ای خانواده توان مͬ ۴ . ٣ . ١ قضیه رابطه از استفاده با
هستند. یکنواخت ستاره گون D در که یافت

و باشند α ∈ D و مثبت حقیقͬ عددی c مثبت، صحیح عدد m اگر [٨٢] .۵ . ٣ . ١ نتیجه
F١(z) = z +

α

٢
∑∞

n=٠
(
m
n

)(m− n+ ١)n
(c)n

zn+١, (٣ . ١٧)
F٢(z) = z +

α

٢
∑∞

n=١
(
m
n

)(m− n+ ١)n
(c)n

zn, (٣ . ١٨)

F٣(z) = z +
α

٢
∑∞

n=٠
(
m
n

)(m− n+ ١)n
(c)n

zn+١
n+ ١ (٣ . ١٩)

.F١ ∈ US∗
H سپس |α|Γ(c)Γ(c+ ٢m− ١)(m٢ + ٢m+ c− ١) ⩽ (Γ(c+m))٢ اگر (الف)

.F٢ ∈ US∗
H سپس m٢|α|Γ(c)Γ(c+ ٢m− ١) ⩽ (Γ(c+m))٢ اگر (ب)

.F٣ ∈ US∗
H سپس |α|Γ(c)Γ(c+ ٢m) ⩽ (Γ(c+m))٢ اگر (پ)



۶٣ US∗
H رده در پیچش روش

US∗
H رده در پیچش روش ٣ . ٢

به نیاز ابتدا در و یابیم مͬ پیچش از استفاده با را US∗
H رده در کافͬ شرطͬ بخش این در

همساط توابع ی رده AH گیریم داریم. همساز توابع خانواده روی دوگان موعه همتای
تک لزوما که باشد (۴ . ٢) ش΄ل به و بوده D ساده همبند دامنه در f(z) = h(z) + g(z) مختلط
مͬ تعریف چنین را AH از زیرمجموعه ΁ی دوگان موعه نیست. D روی نگهدار جهت و ارز

کنیم:
از عبارتست V∗

H دوگان موعه ،VH ⊂ AH مفروض مجموعه برای [۶٩] .٣ . ٢ . ١ تعریف
V∗
H =

{
F = H +G ∈ AH :

h ∗H
z

+
g ∗G
z

̸= ٠, ∀f = h+ g ∈ VH , ∀z ∈ D
} (٣ . ٢٠)

مطالعه در توانا ابزاری است، تحلیلͬ توابع روی دوگان موعه از برگرفته که ال·وئͬ چنین
شود. مͬ محسوب نیز همساز رده های

گیریم [۶٩] .٣ . ٢ . ١ قضیه
(٣ . ٢١)

GH =

{
φ− σφ : φ(z) =

z

(١ − z)١)٢ − wz)

(١ − w + iα

١ + iα
z
)
, σ =

(١ − w)(١ + iα)

(١ − w)(١ + iα)
, z ∈ D

}

ثابت که ،f ∈ US∗
H آنگاه

∞∑
n=٢

n|an| + n|bn| <
١ − |b١|√

M
اگر این بر علاوه .US∗

H = G∗
H سپس

است. ١ . ٣۶ . ١ لم در شده ذکر ثابت همان √
M = ١٫٢۵۵٧ . . .

نبوده دلخواهͬ عدد |σ| = ١ با σ اما است ١ . ٣۶ . ١ لم در g همان φ تحلیلͬ تابع اینکه تذکر
است. φ در α و w به وابسته و

یعنͬ f = h+ g ∈ US∗
H کنید فرض برهان.

Re
(z − ζ)h′(z)− (z − ζ)g′(z)

h(z) + g(z)− h(ζ)− g(ζ)
> ٠ , (z, ζ) ∈ D٢ (٣ . ٢٢)

را (٣ . ٢٢) شرط نتیجه در ،(z − ζ)h′(z)− (z − ζ)g′(z)

f(z)− f(ζ)
= ١ داریم z = ٠ سپس و ζ = ٠ بازای

بش΄ل توان مͬ
(z − ζ)h′(z)− (z − ζ)g′(z) ̸= iα

(
h(z) + g(z)− h(ζ)− g(ζ)

) (٣ . ٢٣)
که کافیست است کافͬ همساز توابع برای م کز ما مقدار اصل طبق اما نوشت. α ∈ R که
تعریف از ،|w| = ١ با ζ = wz فرض با جهت بدین و نمائیم بررسͬ |z| = |ζ| برای را شرط
h ∗ φ
z

− σ
g ∗ φ
z

̸= ٠ نتیجه ساده، محاسبه سپس و (٣ . ٢٠) همساز توابع برای دوگان موعه
ماست. مطلوب همان که شود مͬ حاصل



ی΄نواخت محدب و ی΄نواخت ستاره گون توابع ۶۴
سری بسط و است (١۶ . ٢) بش΄ل که f(z) = h(z) + g(z) تابع با ضرایب شرط مابقͬ برای
برقرار n ⩾ ٢ تمام برای که |ϕn| ⩽ dn یافت توان مͬ φ(z) تحلیلͬ تابع از φ(z) = z+

∞∑
n=٢

ϕnz
n

استفاده با دهد. مͬ بدست آمده ١ . ٣۶ . ١ لم در که را d =
√
M = ١٫٢۵۵٧ . . . دقیق ثابت و بوده

قبل قسمت از
∣∣∣h ∗ φ
z

− σ
g ∗ φ
z

∣∣∣ =
∣∣∣١ +

∞∑
n=٢

anϕnz
n−١ − σ

(
b١ +

∞∑
n=٢

bnϕnz
n−١)∣∣∣

⩾ |١ − σb١| −
∞∑

n=٢
|an||ϕn||z|n−١ − |σ|

∞∑
n=٢

|bn||ϕn||z|n−١

⩾ |١ − σb١| −
∞∑

n=٢
|an|dn−

∞∑
n=٢

|bn|dn

> ٠
.

∞∑
n=٢

n|an|+ n|bn| <
١ − |b١|√

M
که

ی΄نواخت محدب ٣ . ٣
توسط که UCV ی رده همساز همتای بعنوان را ی΄نواخت محدب همساز های نگاشت حال

کنیم. مͬ بررسͬ را شد معرفͬ [٨٨] رونینگ و [۴٠] گودمن

در یکنواخت دب نگاشت را f = h+ g ∈ H ارز تک موضعا همساز تابع [٧٠] .٣ . ٣ . ١ تعریف
را دارد قرار D در که ζ مرکز با D در γζ مدور قوس هر و بوده دب کاملا D در f اگر گوئیم D

بنگارد. f(D) در f(γζ) محدب قوس به
ترتیب (به f ∈ SH توابع تمام ی رده است. تحلیلͬ توابع برای ١ . ١١ . ١ تعریف مشابه که
تک دهیم. مͬ نشان (UK٠

H ترتیب (به UKH با را هستند یکنواخت دب D در که (f ∈ S٠
H

جهت .[٢۴] شود مͬ نتیجه ارزند تک D در دب کاملا نگاشتهای که حقیقت این از f ارزی
ζ بمرکز مدوری قوس γζ = {ζ + reiθ : θ١ ⩽ θ ⩽ θ٢} گیریم فوق، تعریف تحلیلͬ معادل یافتن
Γγ بر مماس شناسه اگر گوئیم محدب را Γγ قوس باشد. f تحت γζ تصویر Γγ و بوده D درون

یعنͬ باشد، θ از غیرنزولͬ تابعͬ
∂

∂θ

(
arg
{ ∂

∂θ
f(ζ + reiθ)− f(ζ)

})
⩾ ٠ , α ⩽ θ ⩽ β (٢۴ . ٣)

D درون مدور قوس هر برای (٢۴ . ٣) نابرابری که بینیم مͬ r > ٠ که ،z = ζ + reiθ انتخاب با
باشیم داشته γζ در اگر فقط و اگر است درست

∂

∂θ

(
arg

∂

∂θ

{
f(z)− f(ζ)

})
⩾ ٠



۶۵ ی΄نواخت محدب
داریم: اینجا از

Im
∂

∂θ

(
log

∂

∂θ

{
f(z)− f(ζ)

})
⩾ ٠

ساده ای محاسبه با و ∂

∂θ
z = i(z − ζ) شود مͬ نتیجه z = ζ + reiθ از γζ مدور قوس برای اما

یابیم: مͬ
∂

∂θ

{
f(z)− f(ζ)

}
= i
{
(z − ζ)fz(z)− (z − ζ)fz(z)

}
= iDζf(z)

بنابراین
∂

∂θ
log iDζf(z) =

∂

∂θ
log i

{
(z − ζ)h′(z)− (z − ζ)g′(z)

}
=

i
[
h′(z) + (z − ζ)h′′(z)

]
iDζf(z)

i(z − ζ)

−
i
[
g′(z) + (z − ζ)g′′(z)

]
iDζf(z)

i(z − ζ)

= i
D٢

ζ f(z)Dζf(z)

باشیم داشته بایست مͬ ترتیب بدین

Im
∂

∂θ
log iDζf(z) = Re

D٢
ζ f(z)Dζf(z)

⩾ ٠

با است معادل شرط این آتͬ، کاربردهای برخͬ برای البته و
ReP (z, ζ) ⩾ ٠ , (z, ζ) ∈ D٢ (z ̸= ζ) (٢۵ . ٣)

که
P (z, ζ) =

(z − ζ)h′(z) + (z − ζ)٢h′′(z) + (z − ζ)g′(z) + (z − ζ)٢g′′(z)
(z − ζ)h′(z)− (z − ζ)g′(z)

D در باید مͬ f سپس کند صدق (٢۵ . ٣) نابرابری در و بوده نگهدار جهت D در f ∈ H اگر لذا
مجموع در و P (٠, ٠) = ١ که شویم مͬ یادآور باشد. یکنواخت دب و ارز تک

.Jf (z) > ٠ ها z ∈ D تمام برای و f(٠) = ٠ که باشد چنان f ∈ H گیریم [٧٠] .٣ . ٣ . ١ قضیه
اگر فقط و اگر f ∈ UKH

Re
D٢

ζ f(z)Dζf(z)
⩾ ٠ , (z, ζ) ∈ D٢ (٢۶ . ٣)

حقیقͬ، α بازای e−iαf(eiαz) چرخش، تحت رده این که نمود بررسͬ توان مͬ براحتͬ
توابع تمام شامل UKH دی·ر طرفͬ از است. ٠ < t ⩽ ١ ،١

t
f(tz) انتقال حافظ نیز و شده حفظ



ی΄نواخت محدب و ی΄نواخت ستاره گون توابع ۶۶
f(z) ∈ UKH تحلیلͬ تابع برای (٢۶ . ٣) همچنین گردد. مͬ نیز یکنواخت دب و دب کاملا

گیرد: مͬ قرار زیر شرط در g = ٠ با (٣ . ٢) و (٣ . ١) بش΄ل
Re

D٢
ζ f(z)Dζf(z)

= Re
(z − ζ)٢h′′(z) + (z − ζ)h′(z)

(z − ζ)h′(z)
= Re

(١ + (z − ζ)
h′′(z)

h′(z)

)
⩾ ٠

بنابراین .(z, ζ) ∈ D٢ که
UCV ⊂ UKH ⊂ لذا .f ∈ UKH سپس باشد تحلیلͬ تابعͬ f ∈ UCV اگر [٧٠] .٣ . ٣ . ١ نتیجه
|A| ⩽ ١

٣ اگر فقط و اگر f(z) = z

١ −Az
∈ UCV تحلیلͬ تابع که داد نشان [۴٠] گودمن .KH

.ℓ(z) = z

١ − z
/∈ UKH محدب تابع نتیجه در

زیرا ،f(z) = z + βz ∈ UKH آف نگاشتهای |β| < ١ بازای .٣ . ٣ . ١ مثال
Re

(z − ζ) + (z − ζ)β

(z − ζ)− (z − ζ)β
⩾ ٠

با است معادل
Re
(
(z − ζ) + (z − ζ)β

)(
(z − ζ)− (z − ζ)β

)
⩾ ٠

.(١ − |β|٢)|z − ζ|٢ ⩾ ٠ یعنͬ
ارز تک D در f ∈ UKH همساز تابع ، ζ = ٠ دهیم قرار (٢۶ . ٣) در اگر [٧٠] .٣ . ٣ . ٢ نتیجه
هم UKH در نباشد دب کاملا که همساز تابع هر که است روشن پس است، دب کاملا و
ص۴۶) ،[٣٠]) نیست دب کاملا f(z) = Re

z

١ − z
+ iIm

z

(١ − z)٢ همساز تابع بود. نخواهد
.f /∈ UKH یعنͬ

fو = h+ g ،|b١| < ١ که شرطͬ به باشند (۴ . ٢) ش΄ل دارای g و h گیریم [٧٩] .٣ . ٣ . ٢ قضیه
نمایند صدق زیر شرط در ضرایب

∞∑
n=٢

n(٢n− ١)(|an|+ |bn|) ⩽ ١ − |b١| (٣ . ٢٧)

دقیق α ∈ R با f(z) = z − ١
۶e٣iαz٢ تابع برای (٣ . ٢٧) در موجود کران .f ∈ UKH سپس

است.
گیریم باشد. گذار اندیس مجموعه Λ و f ∈ UKH کنید فرض [٧٩] .٣ . ٣ . ٣ قضیه

A =
∩
λ∈Λ

(D(ζλ, Rλ) ∩ D(٠, rλ)) ̸= ϕ

است. محدب ای مجموعه f(A) آنگاه .٠ < rλ ⩽ ١ ،٠ < Rλ < ٢ ،ζλ ∈ D که
و نموده بررسͬ بیشتر همساز نگاشتهای روی را یکنواخت دب ی رده مولفان [٨٢] در
و لازم شرطͬ آن، از قبل نمود. خواهیم ذکر را جزئیات که نمودند آش΄ار را بیشتری خواص
درباره ٢ . ٧ . ١ قضیه از ش΄لͬ تعمیم شرط این دهیم. مͬ ارائه را باشد f ∈ UKH آنکه برای کافͬ
ص١٣٩). [٢۴]) است شده مطرح آسگود و دورن چوکه، توسط که است دب کاملا توابع



۶٧ ی΄نواخت محدب
اگر فقط و اگر f ∈ UKH .f(z) ∈ SH گیریم [٧٠] .۴ . ٣ . ٣ قضیه

|(z − ζ)h′(z)|٢ReQh ⩾ (٣ . ٢٨)
|(z − ζ)g′(z)|٢ReQg +Re

{
(z − ζ)٣(h′′(z)g′(z)− h′(z)g′′(z)

)}
.D٢ در (z, ζ) بازای Qg = ١ + (z − ζ)

g′′(z)

g′(z)
و Qh = ١ + (z − ζ)

h′′(z)

h′(z)
که

و اگر این و ،(z, ζ) ∈ D٢ که Re
D٢

ζ f(z)Dζf(z)
> ٠ اگر فقط و اگر f ∈ UKH تعریف مطابق برهان.

به را ما ای ساده محاسبه ترتیب بدین ،(z, ζ) ∈ D٢ برای Re
{D٢

ζ f(z)Dζf(z)
}
> ٠ اگر فقط

رساند. مͬ (٣ . ٢٨)
.|β| < ١ آن در که h ∈ UCV اگر فقط و اگر f = h+ βh ∈ UKH [٧٠] .٣ . ٣ . ١ لم

اگر فقط و اگر f ∈ UKH پس باشد |β| < ١ شرط با g = βh و f = h + g ∈ SH گیریم برهان.
برقرار (٣ . ٢٨) پس صادقند Qh = Qg تساوی در g و h حالت این در چون باشد. برقرار (٣ . ٢٨)
نشان که ReQh ⩾ ٠ معادل طور به یا |(z− ζ)h′(z)|٢ReQh(١−|β|٢) ⩾ ٠ اگر فقط و اگر است

.h ∈ UCV دهد مͬ
از .[۴٠] |A| ⩽ ١

۶ اگر فقط و اگر است UCV در h = z + Az٢ تحلیلͬ تابع .٣ . ٣ . ٢ مثال
مثلا .|A| ⩽ ١

۶ و |β| < ١ برای f(z) = z + Az٢ + βz + βAz٢ ∈ UKH دانیم مͬ ٣ . ٣ . ١ لم
دایره ٣ . ٣ ش΄ل در .f = z +

١
۶z٢− i

٢z −
i

١٢z٢ ∈ UKH سپس β = − i

٢ ،A =
١
۶ ب·یرید

محدب ش΄ل بیضͬ ای ناحیه به یکنواخت دب همساز نگاشت این تحت |z − ٠٫٧| < ٠٫٣
شود. مͬ نگاشته f(ζ) = (٠٫٧٨, ٠٫٣٩) بمرکز

.f(z) = z + ١۶z٢− i٢z − i١٢z٢ ∈ UKH نگاشت تحت |z − ٠٫٧| < ٠٫٣ تصویر :٣ . ٣ ش΄ل

a, b ∈ C\{٠} یا و ab > ٠ با a, b ∈ (−١,∞) حالات از ی΄ͬ که ب·یرید نظر در [٨٢] .۵ . ٣ . ٣ قضیه
است، α ∈ D و مثبت حقیقͬ عددی c کنید فرض همچنین است. حاکم b و a بین b = a با

آنگاه



ی΄نواخت محدب و ی΄نواخت ستاره گون توابع ۶٨
و c > Re (a+ b) + ٢ اگر (الف)

|α|Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)

( ٢(a)٢(b)٢
(c− a− b− ٢(٢ +

۵ab
c− a− b− ١ + ١

)
⩽ ٢ (٣ . ٢٩)

.f١ ∈ UKH آنگاه
و c > Re (a+ b) + ٢ اگر (ب)

ab|α|Γ(c)Γ(c− a− b− ١)
Γ(c− a)Γ(c− b)

(
a+ b+ c+ ٢ab
c− a− b− ٢

)
⩽ ٢ (٣ . ٣٠)

.f٢ ∈ UKH آنگاه
و c > Re (a+ b) + ١ اگر (پ)

|α|Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)

(٢ab+ c− a− b− ١
c− a− b− ١

)
⩽ ٢ (٣ . ٣١)

.f٣ ∈ UKH آنگاه
هستند. ۴ . ٣ . ١ قضیه در شده تعریف توابع همان f٣ و f٢ ،f١ اینجا در

های رده بین مشابه بطریقͬ توان نمͬ را (١ . ۴ . ١) تحلیلͬ توابع برای الکساندر قضیه
UCV := UKH ∩ {f = h+ g : g ≡ ٠} و UST := US∗

H ∩ {f = h+ g : g ≡ ٠} (٣ . ٣٢)
عمل·ر نمود. ایجاد UKH و US∗

H میان ارتباطͬ پلͬ توان مͬ اما ،[٨٨ ،۴٠] کرد بیان
f = h+ g 7→ Λf = Λh + Λg (٣ . ٣٣)

Λh = بر ما ویژه تاکید نشاند. مͬ Λf ∈ UKH به را f ∈ US∗
H تابع ΁ی که ب·یرید نظر در را

آن در که است استوار b > −١ و a > −١ ،a ̸= b ،a, b ∈ R بازای Ha,b(h)

Ha,b(h)(z) =
(a+ ١)(b+ ١)

(b− a)

∫ ١
٠ ta−١)١ − tb−a)h(tz) dt =

∞∑
n=١

(a+ ١)(b+ ١)
(a+ n)(b+ n)

anz
n (٣۴ . ٣)

است. h(z) = z +
∑∞

n=٢ anzn و بوده
سازد مͬ رهنمون خاص توابع از معینͬ ی رده با f پیچش با را ما انتگرالͬ تبدیلات این
شود. مͬ حاصل برناردی١۴ نوع عمل·ر b → ∞ حدی حالت گرفتن نظر در با بخصوص .[٨٠]

تعاریف با را Ha,b(h) حدی حالت دو گرفتن نظر در با
Ha,∞(h)(z) = lim

b→∞
Ha,b(h)(z) =

a+ ١
za

∫ z

٠ ta−١h(t) dt (٣۵ . ٣)
و

Ha,a(h)(z) = lim
b→a

Ha,b(h)(z) = −(a+ ٢(١
∫ ١

٠ ta−١ h(tz) log t dt (٣۶ . ٣)
که شود دقت .[٨٠] گیریم مͬ پی را بحث

Ha,∞(h)(z) =

∞∑
n=١

a+ ١
a+ n

anz
n و Ha,a(h)(z) =

∞∑
n=١

(a+ ٢(١
(a+ n)٢anz

n (٣ . ٣٧)
١۴Bernardi type operator



۶٩ UKH رده در پیچش روش
(٣ . ٧) ضریب شرط در و بوده (۴ . ٢) بفرم f = h + g ∈ H کنید فرض [٨٢] .۶ . ٣ . ٣ قضیه
F (z) = H(z) +G(z) ∈ UKH همساز تابع سپس .G = Λg و H = Λh دهید قرار نماید. صدق

کند: صدق زیر شروط از ی΄ͬ در و بوده b > −١ ،a > −١ اینکه بر مشروط است
.ab ⩽ ٣ (الف)

.a٢b٢ − ۴ab− ٢(a+ b) ⩽ ١ و ab > ٣ (ب)
قضیه اثبات در چنانکه خورد مͬ بچشم نیز خاصͬ حالات فوق، شروط تحقق برخلاف
شده تعریف F (z) تابع آنگاه ⌊r١⌋− ⌊r٢⌋ = ٠ و a٢b٢ −۴ab−٢(a+ b) > ١ و ab > ٣ اگر ۶ . ٣ . ٣
ی معادله حقیقͬ های ریشه r٢ و r١ آن در که شود مͬ ͽواق UKH ی رده در ۶ . ٣ . ٣ قضیه در
و a = ٢ اخذ با مثلا́ است. x با مساوی یا کمتر صحیح عدد بزرگترین ⌊x⌋ و بوده ϕ(n) = ٠

اینحال با نیستند درست ۶ . ٣ . ٣ قضیه (ب) و (الف) شروط از هیچ΄دام b = ۵٩٢٠

ϕ(n) = ٢n٢ − ۶٩
۵ n+

۴٧٣
٢٠ > ٠ هر برای n ⩾ ٢ (٣ . ٣٨)

.[٨٢] بود خواهد UKH در b = ۵٩٢٠ و a = ٢ با F (z) متناظر تابع نتیجه در
(٣ . ٢٧) ضریب شرط در G′(٠) = ٠ ،F = H + G ∈ H ب·یرید نظر در [٨٢] .٣ . ٣ . ٧ قضیه

تعاریف با ga و ha برای کند. صدق
ha(z) =

aH(z) + zH ′(z)

a+ ١ و ga(z) = aG(z) + zG′(z)

a+ ١ (٣ . ٣٩)
است. fa(z) = ha(z) + ga(z) ∈ US∗

H همساز تابع ،a ⩾ ١ که

UKH رده در پیچش روش ۴ . ٣
UKH ی رده اعضاء برای را کافͬ شرطͬ توانیم مͬ همساز توابع دوگان مجموعه از استفاده با

بیابیم:
کنید فرض [٧٠] .١ . ۴ . ٣ قضیه

GH = {φ− σφ : φ(z) =
z

(١ − z)٣
(١ − w − iα

٢ − w − iα
z
)
, σ =

(١ − w)(٢ − w − iα)

(١ − w)(٢ − w − iα)
, z ∈ D}

سپس
∞∑

n=٢
n(٢n − ١)|an| + n(٢n − ١)|bn| < ١ − |b١| اگر این بر علاوه .UKH = G∗

H آنگاه
.f ∈ UKH

دلخواه عددی |σ| = ١ با σ ولͬ بوده ۴ . ١۶ . ١ لم در g تابع همان φ تحلیلͬ تابع نیز اینجا در
باشد. مͬ φ در α و w پارامتر دو هر به وابسته و نیست



ی΄نواخت محدب و ی΄نواخت ستاره گون توابع ٧٠
یعنͬ f = h+ g ∈ UKH گیریم برهان.

Re
(z − ζ)٢h′′(z) + (z − ζ)٢g′′(z) + (z − ζ)h′(z) + (z − ζ)g′(z)

(z − ζ)h′(z)− (z − ζ)g′(z)
> ٠ , (z, ζ) ∈ D٢(۴٣ . ٠)

نوشت توان مͬ (۴٣ . ٠) شرط با که ،D٢
ζ f(z)Dζf(z)

= ١ داریم z = ٠ سپس و ζ = ٠ بازای

(z−ζ)٢h′′(z)+(z − ζ)٢g′′(z)+(z−ζ)h′(z)+(z − ζ)g′(z) ̸= iα
(
(z−ζ)h′(z)−(z − ζ)g′(z)

)
|z| = |ζ| برای را شرط که است کافͬ همساز توابع برای م کز ما مقدار اصل طبق .α ∈ R که
توابع برای دوگان موعه تعریف از ،|w| = ١ با ζ = wz فرض با جهت بدین و نمائیم بررسͬ
که شود مͬ حاصل h ∗ φ

z
+ σ

g ∗ φ
z

̸= ٠ نتیجه سرراست محاسبه ای سپس و (٣ . ٢٠) همساز
کند. مͬ ثابت را نخست نتیجه

φ(z) = سری بسط و است (۴ . ٢) بش΄ل که f(z) = h(z) + g(z) تابع با ضرایب شرط برای
،۴ . ١۶ . ١ لم بموجب n ⩾ ٢ تمام بازای که یافت توان مͬ φ(z) تحلیلͬ تابع برای z +

∞∑
n=٢

ϕnz
n

همچنین .|ϕn| ⩽ n(٢n− ١)
∣∣∣h ∗ φ
z

+ σ
g ∗ φ
z

∣∣∣ =
∣∣∣١ +

∞∑
n=٢

anϕnz
n−١ + σ

(
b١ +

∞∑
n=٢

bnϕnz
n−١)∣∣∣

⩾ |١ + σb١| −
∞∑

n=٢
|an||ϕn||z|n−١ − |σ|

∞∑
n=٢

|bn||ϕn||z|n−١

⩾ |١ + σb١| −
∞∑

n=٢
n(٢n− ١)|an| −

∞∑
n=٢

n(٢n− ١)|bn|
> ٠

.
∞∑

n=٢
n(٢n− ١)|an|+ n(٢n− ١)|bn| < ١ − |b١| نتیجه در

محدب مطلقاً ۵ . ٣
پونای، توسط که است محدب همساز توابع از ای خانواده شده، معرفͬ اخیراً که مفهومͬ

است: چنین آن تعریف و [٨٢] گردیده بیان استارکف١۵ و کالاج سایرام

دب١۶ مطلقاً D در را f = h + g ∈ H ارز تک موضعا همساز تابع ΁ی [٨٢] .١ . ۵ . ٣ تعریف
با را خانواده این باشد. محدب ها r ∈ (٠, ١ − |a|) تمام و a ∈ D هر برای f(D(a, r)) اگر نامیم

دهیم. مͬ نشان f ∈ AKH

١۵Starkov
١۶Absolutely convex



٧١ محدب مطلقاً
و AK٠

H = {f = h+ g ∈ AKH : g′(٠) = ٠} گیریم
ÃKH = {f ∈ AKH : است. محدب r ∈ (٠, ١ − |a|] و a ∈ D تمام برای f(D(a, r))} (۴٣ . ١)

داریم
UKH ⊂ ÃKH ⊂ AKH ⊂ FKH (۴٣ . ٢)

های نگاشت از خطی پایای های خانواده AKH و ÃKH های رده که دهد مͬ نشان توان مͬ
تابع ،(ÃKH ترتیب (به f = h+ g ∈ AKH که هنگامͬ یعنͬ هستند ارز تک همساز

F (z) =
f(

z + z٠١ + zz٠ e
iθ)− f(z٠eiθ)

(١ − |z٢|٠)h′(z٠eiθ)eiθ
(۴٣ . ٣)

بهمانصورت گرفت، خواهد قرار (AK٠
H ترتیب (به AKH ی رده در نیز θ ∈ R و z٠ ∈ D تمام برای

حاصل نیز تعریف از توان مͬ را موضوع این و برد، مͬ دایره به را دایره قرص خودر که
(به f ∈ AKH اگر یعنͬ هستند. هم ١٧آف پایای خاصیت دارای توابع از خانواده این نمود.
ترتیب (به f + cf

١ + cb١
∈ AKH تابع b١ = g′(٠) که c ∈ D تمام برای آنگاه باشد (ÃKH ترتیب

توان مͬ AKH ی رده از را جالبی نتایج شده، بیان خواص این از ای نتیجه بعنوان .(ÃKH

آورد. بدست
عبارات باشد. D در نگهداری جهت همساز تابع f = h + g ∈ H گیریم [٨٢] .١ . ۵ . ٣ قضیه

معادلند: زیر
.f ∈ AKH (الف)
.f ∈ ÃKH (ب)

(پ)
|h′(ζ)|٢

(
١ + |b|٢ +Re

{
(ζ − b)(١ − ζb)h′′(ζ)

h′(ζ)
− ٢bζ

})
⩾ (۴۴ . ٣)

|g′(ζ)|٢
(

١ + |b|٢ +Re

{
(ζ − b)(١ − ζb)g′′(ζ)

g′(ζ)
− ٢bζ

})
+Re

{
(ζ − b)١)٣ − ζb)٣
|ζ − b|١|٢ − ζb|٢

}

.D در b و ها ζ تمام برای
خطی پایای مرتبه و داده ارائه خطی پایای های خانواده برای جدیدی تعریف مولف [١١١] در

بصورت را هستند (۴ . ٢) ش΄ل به که f همساز های نگاشت از L خانواده ΁ی
ordL = sup

f∈L

|a٢ − b١b١|٢ − |b٢|١
(۴۵ . ٣)

یافت را دی·ری جالبی نتایج نیز و f تابع ژاکوب برای پائین و بالا های کران و کرده تعریف
.[٩٩]

١٧Affine invariance property



ی΄نواخت محدب و ی΄نواخت ستاره گون توابع ٧٢
آنگاه باشد. همساز نگاشتهای از خطی پایای ای خانواده L کنید فرض ([٣٧]) .١ . ۵ . ٣ لم

که ordL = sup
f∈A٠[L]

|a٢|

A٠[L] =
{
F =

f + εf

١ + εb١
: f ∈ L, ε ∈ D, Fz(٠) = ٠

}
(۴۶ . ٣)

سپس شد. بیان فوق در L که است b١ = fz(٠) با f ∈ L گیریم ([٩٩] (cf. .٢ . ۵ . ٣ قضیه
های کران در z ∈ D هر با f نگاشت Jf ژاکوب

(١ − |b٢|١)
(١ − |z|)٢α٢−٠
(١ + |z|)٢α٢+٠ ⩽ Jf (z) ⩽ (١ − |b٢|١)

(١ + |z|)٢α٢−٠
(١ − |z|)٢α٢+٠ (۴٣ . ٧)

.α٠ = ordL آنها در که کند مͬ صدق
های ویژگͬ و گرفته ب΄ار را AKH ی رده از آف پایای خاصیت و خطی پایای خواص اکنون

دهیم. مͬ قرار بحث مورد را مساحت قضیه نیز و پوشش رشد،
شرط در a٢ ضریب آنگاه باشد. f ∈ AK٠

H و بوده (۴ . ٢) بفرم f کنید فرض [٨٢] .٣ . ۵ . ٣ قضیه
های نابرابرای در f ∈ AK٠

H تابع هر همچنین کند. مͬ صدق |a٢| ⩽ ٣√٢ ≈ ١٫١۵۴٧
√٣√٣ + ۴

١ −
(١ − r

١ + r

)√٣+۴
٣√٢

 ⩽ |f(z)| ⩽
√٣√٣ + ۴

(١ + r

١ − r

)√٣+۴
٣√٢

− ١
 (۴٣ . ٨)

قرص شامل f ∈ AK٠
H تابع هر برد اینکه بخصوص باشد. مͬ صادق ٠ < |z| = r < ١ بازای

است. |w| <
√٣√٣ + ۴ ≈ ٠٫٣٠٢١۶٩

همساز نگاشتهای از ای خانواده روی شیل‐ال از اس نتیجه حاصل (۴٣ . ٨) نابرابری
.[٩۵] است خطی پایای خاصیت با ارز تک

a٢+Re b٢ ⩽ سپس باشد a٢ ⩾ ٠ با f ∈ AK٠
H و بوده (۴ . ٢) بش΄ل f اگر [٨٢] .١ . ۵ . ٣ ملاحظه

است. دقیق تحلیلͬ توابع به تحدید در f ∈ AK٠
H رده توابع برای نابرابری این .١

f نگاشت Jf ژاکوب سپس باشد. b١ = fz(٠) شرط به f ∈ AKH گیریم [٨٢] .۴ . ۵ . ٣ قضیه
های کران در z ∈ D هر با

(١ − |b٢|١)
(١ − |z|)

۴√٢−٣

(١ + |z|)
۴√٢+٣ ⩽ Jf (z) ⩽ (١ − |b٢|١)

(١ + |z|)
۴√٢−٣

(١ − |z|)
۴√٢+٣ (۴٣ . ٩)

است: زیر های کران دارای ،f(Dr) مساحت ،A(f(Dr)) مقدار و کرده صدق
π(١ − |b٢(٢|١۶

٣ − (٣r٢ + ٣√٨r + ١)(٣ − r)
۴√١−٣

(١ + r)
۴√١+٣

 ⩽ A(f(Dr)) (۵٣ . ٠)



٧٣ محدب مطلقاً
و

A(f(Dr)) ⩽
π(١ − |b٢(٢|١۶

٣ − (٣r٢ − ٣√٨r + ١)(٣ + r)
۴√١−٣

(١ − r)
۴√١+٣

 (۵٣ . ١)

در a٢ ضریب آنگاه باشد. f ∈ UK٠
H و بوده (۴ . ٢) بفرم f نمائید فرض [٨٢] .۵ . ۵ . ٣ قضیه

مͬ قرار (۴٣ . ٨) نابرابری در f ∈ UK٠
H تابع هر و کرده صدق |a٢| ⩽

٣√١ ≈ ٠٫۵٧٧٣۵ شرط
گیرد.

اینکه بررسͬ جهت لازم شرطͬ بعنوان توان مͬ را ۵ . ۵ . ٣ قضیه در شده حاصل ضریب کران
های کران f ∈ UK٠

H همساز تابع ΁ی برای گرفت. ب΄ار ب·یرد، قرار UK٠
H ی رده در تابع ΁ی

خطی پایای ای خانواده UK٠
H ی رده زیرا نیستند بهبودی قابل (۴٣ . ٨) های نابرابری در موجود

نیست.
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